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ΘΕΜΑ A: 
         A1) Σχολικό βιβλίο σελ. 135. 
         Α2) Σχολικό βιβλίο σελ. 162. 
         Α3) Σχολικό βιβλίο σελ. 142. 
 
         Α4)Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις ως Σωστές ή Λάθος. 

α) ΣΩΣΤΟ,    β) ΛΑΘΟΣ,    γ) ΣΩΣΤΟ,   δ) ΛΑΘΟΣ,   ε) ΣΩΣΤΟ. 
 
ΘΕΜΑ Β: 
 
Β1)  
 

 


g h h gD x D  και h(x) D x (0, ) και lnx 0}

x (0, ) και lnx ln1} (1, )

       

     
 

και ο τύπος της (goh)(x) είναι: 𝑓(𝑥) = (𝑔 ∘ ℎ)(𝑥) = 𝑔(ℎ(𝑥)) =
𝑒𝑙𝑛 𝑥+1

𝑒𝑙𝑛 𝑥−1
=

𝑥+1

𝑥−1
, 𝜇𝜀 x ∈

(1,+∞) 
 
B2)  

Για x>1 είναι : 2

-2
f '(x)= 0 f στο (1,+ )

(χ 1)
  


 άρα και “1-1” άρα αντιστρέφεται 

 Η f(x) είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο  (1,+∞) οπότε :  

 

1fx
f(A) ( lim f(x),f(1)) (1, ) D 


     άρα το πεδίο ορισμου της αντίστροφης είναι ίδιο  με 

το πεδίο ορισμού της f. 
 
Στην 

 

1
1

1

1

χ 1 f (x) 1
f (x)=  θέτουμε όπου χ το f (x) και έχουμε: χ=  

χ 1 f (x) 1

χ 1
f (x) f(x).

χ 1








 


 


  



 

 



 

 

 
 

Β3) 

        

2

0

x 1 x 1

x 1
lim f(x) lim

χ 1



  


  


  άρα η ευθεία x=1 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη     

       της Cf. 

        
x x x

x 1 χ
lim f(x) lim lim 1.

χ 1 χ  


  


 

 y=1 είναι οριζόντια ασύμπτωτη της Cf   στο +∞. 
 
 
Β4) 
 Από το σύνολο τιμών της f γνωρίζουμε ότι : f(x) (1, )   και ότι συνχ 1   

 

Άρα η εξίσωση: συνχ f(x)  δεν έχει λύσεις. 

 
 
ΘΕΜΑ Γ: 
 

Γ1)   i)  Θεωρούμε τη συνάρτηση: φ(x) f(x) x 2     και θα εφαρμόσουμε θεώρημα 

Bolzano στο διάστημα [1, 2]. 
 

 Η φ(x) συνεχής στο [1 , 2] ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων 

 φ(1) f(1) 1 1 0      

 

                       φ(2) f(2) 2 2 2 0      

 
 

Οπότε 
φ(1)=-1<0    και 

φ(1)φ(2) 0.
φ(2) 2 0


 

  
 

 
Από θεώρημα Bolzano θα υπάρχει ένα τουλάχιστον 

1 1 1 1 1 1χ (1,2) τέτοιο ώστε  φ(x )=0 f(x )+x -2=0 f(x )=-x +2.    

 
Oπότε θα υπάρχει ένα κοινό σημείο της Cf με την ευθεία y=-x+2. 
 
             ii)   Έστω 0 0 0 0 0(χ ,f(χ )) το σημείο επαφής f '(x )=1 f '(x )=f '(2) x =2.   

διότι η f’(x) είναι “1-1” αφού είναι γνησίως αύξουσα ( f’’(x)<0). 
 
H εφαπτομένη στο (2, f(2)) είναι : y f(2) f '(2)(x 2) y 2 1(x 2) y x          



 

 

 
Άρα η ευθεία y=x εφάπτεται στην Cf. 
Γ2)   Ξέρουμε ότι :  

                                 
f ''(x) 0 f '  και f ' (2)=1.

Για x [1,2] f '(x)>f '(2)=1>0 f  άρα και "1-1".

 

  
 

 

Η f(x) είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο  [1,2] οπότε :  

 

1f
f(A) [f(1),f(2)] [0,2] D     άρα το πεδίο ορισμου της αντίστροφης είναι το [0,2]. 

 
Γ3)   Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. για την f(x) στα διαστήματα [1,x], [x,2]. 

 Η f συνεχής στα [1,x], [x,2].  ως παραγωγίσιμη. 
 Η f παραγωγίσιμη στα [1,x], [x,2]. 
 
 

Άρα θα υπάρχει ένα τουλάχιστον 1 1

f(χ) f(1) f(χ)
ξ (1,χ) τέτοιο ώστε  f '(ξ )= .

χ 1 χ 1


 

 
 

και ένα τουλάχιστον 2 2

f(2) f(χ) 2 f(χ)
ξ (χ,2) τέτοιο ώστε  f '(ξ )= .

2 χ 2 χ

 
 

 
 

 
f '

1 2 1 2

f(x) 2 f(x)
ξ ξ f(ξ ) f(ξ ) .

x 1 2 x


    

 
 

 
Γ4)    

i) Από ερώτημα Γ3) 

 

(x 1)(2 x) 0f(x) 2 f(x)
f(x)(2-x)>(x-1)(2-f(x))

x 1 2 x

f(x)(2-x+x-1)>2(x-1) f(x)>2x-2. Για χ=1 και χ=2

ισχύει το ίσον . Άρα f(x) 2x-2 για κάθε χ [1,2]. 

   
  

 

 

 

 

     

ii) Επειδή η f είναι κοίλη θα ισχύει : f(x) x για κάθε x [1,2].   

 
Άρα ισχύει η σχέση :  

2 2 2

1 1 1

2 22
2 2 2

1 1

1 1

2χ 2 f(x) x (2χ 2)dx f(x)dx χdx

x 3
[x 2x] f(x)dx [ ] 1 f(x)dx

2 2

       

      

  

 
 

 
 



 

 

 
ΘΕΜΑ Δ: 
 

Δ1)    Η εφαπτομένη στο σημείο x1 και έχει τύπο  : 1 1 1y f(χ ) f '(χ )(x 1)    και περνάει 

από την αρχή των αξόνων οπότε θα ισχύει:  
1 1 1 1x x x x

1 1 10 e e (0 x ) e x e x 1.

Άρα η εφαπτομένη γίνεται:y-f(1)=f '(1)(x-1)

y-e=e(x-1) y=ex

        



 

 

 
Δ2) Επειδή η ex είναι κυρτή δεν έχει άλλο κοινό σημείο με την y=ex, άρα θα δείξουμε  ότι η 
y=ex  και η f(x)=-e-x  +2 έχουν ακριβώς ένα κοινό σημείο. 

xθεωρώ φ(x)=e ex 2
x x

x

f(x) y e 2 ex e ex 2 0 φ(x) 0

'Αρα φ'(χ) 0 χ 1 και φ''(x)=e >0 άρα φ'(χ)  οπότε η λύση χ=-1 μοναδική.

  
 



          

   
 

 
Για την φ(x) ισχύει το πινακάκι  

x   -∞                                         -1                                                    0 +∞ 

φ’(x)  - +  

φ(x)  ↘ ↗  
 

Αφού για  
φ'

χ 1 φ'(χ) φ'( 1) 0      . 

Βρίσκω το σύνολο τιμών της φ(x). 
 Η φ(x) είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής στο  (-∞, -1] οπότε :  

x

1
x x

e 2
φ(A ) [φ( 1), lim φ(x)) [ 2, lim[χ( e ) [ 2, )

x x



 
          

 Η φ(x) είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής στο  [-1,0] οπότε :  

2φ(A ) [f( 1),φ(0)] [ 2, 1]      

Άρα υπάρχει μοναδικό 0 0χ ( , 1) τέτοιο ώστε φ(x ) 0.     

 
Δ3) 

 



 

 

0

0

0 0

0

0 1 2 2
x x x 0 x 1

x 0

Χ 0

2 2
x x0 0

0 0

2
x 0

0

ex ex
Ε ( e 2 ex)dx (e ex)dx [e 2x ] [e ]

2 2

ex e ex e
1 (e 2x ) e (1 0) 1 e 2x 1

2 2 2 2

ex e
e 2x  τ.μ.

2 2

 

 



           

              

    

 

 

 
Δ4) 
Έστω (x1,κ) το κινητό της ευθείας y=ex και (x2,κ) το κινητό της Cf με  

1

1 2 1 1

χ

1 1 2

κ
χ χ ,κ 0 άρα ισχύουν :κ=eχ x

e

κ
και κ=-e +2 x ln(2 κ) άρα d(κ) χ χ ln(2 κ)

e



   

        

 

 
 

2

x 1 1
Θεωρώ τη συνάρτηση  d(x) ln(2 x) με d '(x) 0

e e 2 χ

1
2 χ e χ 2 e και d''(x)=- 0 άρα d'(x)

(2 χ)

     


      


 

 
x -∞ ex0                                        2-e                                                    0 +∞ 

d ’(x)  + -  
d (x)  ↗ ↘  

 
 

Άρα η μέγιστη δυνατή απόσταση είναι : 
2 e 2 2

 d(2 e) ln(e) = 1 1
e e e


       

 
 


