
 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΕΠΑΝΑΛΗΠΤΙΚΩΝ 
ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 2024 

ΤΡΙΤΗ 10 ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟΥ 2024 
 

 

ΘΕΜΑ A: 
         A1) Σχολικό βιβλίο σελ. 105. 
         Α2) Σχολικό βιβλίο σελ. 31. 
         Α3) Σχολικό βιβλίο σελ. 77. 
 
         Α4)Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις ως Σωστές ή Λάθος. 

α) ΣΩΣΤΟ,    β) ΛΑΘΟΣ,    γ) ΣΩΣΤΟ,   δ) ΣΩΣΤΟ,   ε) ΣΩΣΤΟ. 
 
ΘΕΜΑ Β: 
 
Β1)  
 

•      𝐷ℎ = {𝑥 ∈ 𝐷𝑔 και  g(𝑥) ∈ 𝐷𝑔} = {𝑥 ∈ 𝑅 και 𝑋 − 2 > 0} = {𝑥 ∈ 𝑅 και 𝑋 > 2} = 

= (2, +∞) 
 

               Τύπος:  h (𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) = 2 ln(𝑥 − 2) − 1. 

 
 
B2)  

 H h ‘(𝑥) = (2 ln(𝑥 − 2) − 1)′ =
2

𝜒−2
⇒ ℎ′′(𝑥) = (

2

𝜒−2
)
′

=
−2

(𝑥−2)2
< 0. 

ά𝜌𝛼 𝜂 𝜎𝜐𝜈ά𝜌𝜏𝜂𝜎𝜂  ℎ 휀ί𝜈𝛼𝜄 𝜅𝜊ί𝜆𝜂 𝜎𝜏𝜊 (2, +∞).  
 
 
B3) Αφού η h’(x)>0 για x>2 η h(x) είναι γνησίως αύξουσα, άρα ’1-1’ άρα αντιστρέφεται. 
 
 
Η h(x) είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο (2, + ) άρα το σύνολο τιμών της είναι : 
 

ℎ(𝐴) = ( 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2+

ℎ(𝑥), 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

ℎ(𝑥)) = (−∞, +∞) = 𝐷𝑓−1  

 ℎ(𝑥) = 𝑦 ⇔ 2 ln(𝑥 − 2) = 𝑦 ⇔ ln(𝑥 − 2) =
𝑦+1

2
⇔ 𝑥 − 2 = 𝑒

𝑦+1

2 ⇔ 𝑥 = 𝑒
𝑦+1

2 + 2 

 

Άρα ℎ−1(𝑥) = 𝑒
𝑥+1

2 + 2, 𝑥 ∈ 𝑅.  
 

 



 

 

B4) 

Η φ(x) είναι συνεχής στο [-1,2] ως άθροισμα συνεχών συναρτήσεων και 
παραγωγίσιμη στο (-1,2) με  
 

φ '(𝑥) = (𝑒
𝑥+1

2 − 1) ′(𝑥3 − 8) + (𝑒
𝑥+1

2 − 1) (𝑥3 − 8)′ = 

 
 

=  
𝑒

𝑥+1
2

2
  (𝑥3 − 8) + 3𝑥2 (𝑒

𝑥+1

2 − 1) 

 
Είναι φ(-1)=(ℎ−1(−1) − 3)[(−1)3 − 8] = −9(3 − 3) = 0.  

 

φ(2)=(ℎ−1(2) − 3)[(2)3 − 8] = 0 

 

δηλαδή φ(-1)=φ(2) 
 
άρα ικανοποιούνται οι υποθέσεις του θεωρήματος Rolle στο διάστημα [-1,2] 
 
ΘΕΜΑ Γ: 
 

Γ1)    Επειδή η f είναι παραγωγίσιμη θα είναι και συνεχής άρα : 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1−

𝑓(𝑥) = 𝑓(−1) ⇔ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1−

(𝑒𝑥+1 − 𝜆𝑥) =
−𝑎 + 𝑎

−1 + 𝑎
⇔ 1 − 𝜆 = 0 ⇔ 𝜆 = 1. 

 
 
Γ2) Η f είναι παραγωγίσιμη άρα: 
 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1−

𝑓(𝑥) − 𝑓(−1)

𝑥 + 1
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−1+

𝑓(𝑥) − 𝑓(−1)

𝑥 + 1
⇔ 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−1−

𝑒𝑥+1 + 𝑥

𝑥 + 1
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−1+

𝑎𝑥 + 𝑎
𝑥 + 𝑎
𝑥 + 1

⇔ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1−

𝑒𝑥+1 + 𝑥

𝑥 + 1

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1+

𝑎

𝑥 + 𝑎
⇔ 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−1−

𝑒𝑥+1 + 1

1
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−1+

𝑎

𝑥 + 𝑎
⇔ 2 =

𝑎

𝑎 − 1
⇔ 𝑎 = 2 

 
 

Άρα  

𝑓(𝑥) = {
𝑒𝑥+1+x        , 𝑥 < −1
2(𝑥 + 1)

𝑥 + 2
     , 𝑥 ≥ −1

 

 
 



 

 

H εξίσωση της εφαπτομένης της γραφικής παράστασης της f στο σημείο Α(-1,0) είναι : 
 

𝑦 − 𝑓(−1) = 𝑓’(−1)(𝑥 + 1) ⇔ 𝑦 = 2(𝑥 + 1) ⇔ 𝑦 = 2𝑥 + 2 
 

Αφού 𝑓′(−1) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1+

𝑓(𝑥)−𝑓(−1)

𝑥+1
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−1+

2𝑥+2

𝑥+2

𝑥+1
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−1+

2

𝑥+2
= 2 

 

Γ3)    Επειδή η f είναι συνεχής στο R δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες  : 
 

Ακόμα : 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

2𝑥+2

𝑥+2
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→+∞

2𝑥

𝑥
= 2   

 
Άρα η y=2  είναι οριζόντια ασύμπτωτη στο + και  
 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞

𝑒𝑥+1+𝑥

𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞

𝑒𝑥+1+1

1
= 1 = 𝜆   , 

 
 
𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
(𝑓(𝑥) − 𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
(𝑒𝑥+1 + 𝑥 − 𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞
𝑒𝑥+1 = 0 = 𝛽.    

 
 

Επομένως η πλάγια ασύμπτωτη στο - ∞ είναι η y=x. 
 

Γ4)   H f είναι κυρτή στο διάστημα (- ∞, −1] αφού f ‘(𝑥) = 𝑒𝑥+1 + 1 ⇒ 𝑓 ′′(𝑥) = 𝑒𝑥+1 > 0. 
 και η y=2x+2 εφαπτομένη στο -1 άρα ισχύει η ανισότητα : 

𝑓(𝑥) ≥ 2𝑥 + 2 𝛾𝜄𝛼 𝑥 = 𝜂𝜇𝜐 − 2 ≤ −1 𝜂 𝛼𝜈𝜄𝜎𝜊ϊ𝜎ό𝜏𝜂𝜏𝛼 𝛾ί𝜈휀𝜏𝛼𝜄: 
 
f(𝜂𝜇𝜐 − 2) ≥ 2(𝜂𝜇𝜐 − 2) + 2 ⇔f(𝜂𝜇𝜐 − 2) ≥ 2𝜂𝜇𝜐 − 2 , 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃휀 𝑥 ∈ 𝑅. 

 

 
ΘΕΜΑ Δ: 
 

Δ1) i)   |𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)| ≤ (𝑥 − 𝑦)2 𝜃έ𝜏𝜊𝜐𝜇휀 ό𝜋𝜊𝜐 𝑦 𝜏𝜐𝜒𝛼ί𝜊 𝜎𝜂𝜇휀ί𝜊 𝑥0 ∈ (0,
𝜋

2
] 𝜅𝛼𝜄 𝜋𝛼ί𝜌𝜈𝜊𝜐𝜇휀 ∶ 

 

|𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥0)| ≤ (𝑥 − 𝑥0)2 ⇔ |
𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
| ≤ |𝑥 − 𝑥0| ⇔ −|𝑥 − 𝑥0| ≤

𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
≤ |𝑥 − 𝑥0| 

Με  

⇔ 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

|𝑥 − 𝑥0| = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

(−|𝑥 − 𝑥0|) = 0 ά𝜌𝛼 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑥0

𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
= 0 ⇔ 𝑔′(𝑥0) = 0 άρα 𝑔′(𝑥) = 0       

𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃휀 𝑥 ∈  (0,
𝜋

2
]  οπότε αφού η g 𝜎𝜐𝜈휀𝜒ή𝜍 𝜃𝛼 휀ί𝜈𝛼𝜄 𝑔(𝑥) = 𝑐. (𝜎𝜏𝛼𝜃휀𝜌ή). 

 
ii)  

𝑔 (
𝜋

4
) = 𝑓 (

𝜋

4
) 𝜂𝜇

𝜋

4
= √2

√2

2
= 1 ά𝜌𝛼 𝑔(𝑥) = 1 𝜊𝜋ό𝜏휀 ∶ 𝑓(𝑥) =

1

𝜂𝜇𝑥
 𝜎𝜏𝜊 (0,

𝜋

2
] 

 



 

 

 
 
Δ2)  

𝑓′(𝑥) = −
𝜎𝜐𝜈𝑥

𝜂𝜇2𝑥
< 0 𝜎𝜏𝜊 (0,

𝜋

2
]  ά𝜌𝛼 𝜂 𝑓 휀ί𝜈𝛼𝜄 𝛾𝜈𝜂𝜎ί𝜔𝜍 𝜑𝜃ί𝜈𝜊𝜐𝜎𝛼 𝜎𝜏𝜊 (0,

𝜋

2
]   ά𝜌𝛼 𝜅𝛼𝜄 1-1  

𝜊𝜋ό𝜏휀 𝜏𝜊 𝜎ύ𝜈𝜊𝜆𝜊 𝜏𝜄𝜇ώ𝜈 𝜏𝜂𝜍 𝜃𝛼 휀ί𝜈𝛼𝜄 ∶ 𝑓(𝐴) = [𝑓 (
𝜋
2

) , 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑓(𝑥)) = [1, +∞)  

 

Δ3) 𝑓−1(√2) = 𝑓−1 (𝑓 (
𝜋

4
)) =

𝜋

4
 

 

Θεωρούμε τη συνάρτηση: 𝜑(𝑥) = (𝑓(𝛼) − 2)(𝑥 − √2) + (𝑓−1 (√2) −
𝜋

3
) (𝑥 −

𝜋

4
) 

Αρκεί να δείξω ότι υπάρχει μοναδικό 𝑥0 ∈ (
𝜋

4
, √2) : 𝜑(𝑥0) = 0. 

 

Θα εφαρμόσω θεώρημα bolzano στην φ(x)  στο [
𝜋

4
, √2 ]. 

 

Η φ(x) συνεχής στο  [
𝜋

4
, √2 ]   ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων 

𝜑 (
𝜋

4
) = (𝑓(𝛼) − 2) (

𝜋

4
− √2) > 0, 𝛿𝜄ό𝜏𝜄 

𝜋

6
< 𝛼 <

𝜋

6
⇔  

1

2
< 𝜂𝜇𝛼 ⇔  

1

𝜂𝜇𝛼
< 2 ⇔  𝜑(𝛼) − 2 < 0

𝜑(√2) = −
𝜋

12
(√2 −

𝜋

4
) < 0

}

⇒ 𝜑 (
𝜋

4
) 𝜑(√2) < 0 

άρα από Θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον 𝑥0 ∈ (
𝜋

4
, √2) : 𝜑(𝑥0) = 0 

που είναι μοναδικό λόγω μονοτονίας, αφού: 
 

𝜑′(𝑥) = (𝑓(𝛼) − 2) −
𝜋

12
< 0  οπότε φ(x) γνησίως φθίνουσα. 

 

 

Δ4) i) Η συνάρτηση H(x) είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο στο (0,
𝜋

2
] 𝜇휀  

 

𝐻′(𝑥) =
1

2
(

𝜂𝜇𝑥

1−𝜎𝜐𝜈𝑥
+

𝜂𝜇𝑥

1+𝜎𝜐𝜈𝑥
) =

1

2
(

2𝜂𝜇𝑥

1−𝜎𝜐𝜈2𝑥
) =

𝜂𝜇𝑥

1−𝜎𝜐𝜈2𝑥
= ℎ(𝑥)   

 

Άρα η H(x) είναι μία παράγουσα της h(x) στο (0,
𝜋

2
]. 

 

ii)  Επειδή 𝑓(𝑥) = 2 ⇔ 𝑥 =
𝜋

6
     το εμβαδόν θα δίνεται από τον τύπο : 

 

𝛦(𝛺) = ∫ |2 − 𝑓(𝑥)|𝑑𝑥

𝜋
2

𝜋
6

 

 

Για κάθε 𝑥 ∈ [
𝜋

6
,

𝜋

2
 ] :

𝜋

6
≤ 𝑥 ⇔ 𝑓 (

𝜋

6
) ≥ 𝑓(𝑥) ⇔ 2 − 𝑓(𝑥) ≥ 0. 



 

 

Οπότε 𝛦(𝛺) = ∫ (2 − 𝑓(𝑥))𝑑𝑥 = 2 (
𝜋

2
−

𝜋

6
) − ∫ (

1

𝜂𝜇𝑥
) 𝑑𝑥 = (

2𝜋

3
) − ∫ (

𝜂𝜇𝑥

𝜂𝜇2 𝑥
) 𝑑𝑥 =

𝜋

2
𝜋

6

𝜋

2
𝜋

6

𝜋

2
𝜋

6

(
2𝜋

3
) − ∫ (

𝜂𝜇𝑥

1−𝜎𝜐𝜈2 𝑥
) 𝑑𝑥 = (

2𝜋

3
) − ∫ (ℎ(𝑥))𝑑𝑥 = (

2𝜋

3
) − 𝐻(𝑥)𝜋

6

𝜋

2 =
2𝜋

3
− (𝐻 (

𝜋

2
) −

𝜋

2
𝜋

6

𝜋

2
𝜋

6

𝐻 (
𝜋

6
)) =

2𝜋

3
− 0 +

1

2
ln (1 −

√3

2
) −

1

2
ln (1 +

√3

2
) =   

2𝜋

3
+

1

2
ln (

2−√3

2+√3
) =  

2𝜋

3
+

ln(2 − √3)   𝜏. 𝜇. 
 


